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Streszczenie. W pracy rozpatrywany jest uklad skladajacy si¢ z pojazdu
samochodowego, na ktérym umieszczona jest wyrzutnia rakiet niesterowanych.
Wykorzystano rzeczywisty samobiezny zestaw rakietowy do opracowania modelu
fizycznego, a nastgpnie zastosowano metod¢ réwnan Lagrange’a II rodzaju do
wyprowadzenia modelu matematycznego. Na podstawie réwnah opisujacych
zachowawczy i autonomiczny ruch uktadu wyznaczono warto$ci i wektory wtasne.
Dysponujac wyznaczonymi charakterystykami dynamicznymi analizowanego uktadu,
sprawdzono warunki ortogonalnoéci postaci drgan wlasnych i wprowadzono
wspétrzedne gtéwne. Nastgpnie wyznaczono niezalezne réwnania drgan uktadu
wyrzutnia rakiet — samochdd z uwzglednieniem wartosci i wektor6w wilasnych. Na
zakonczenie rozwazan przeprowadzono analiz¢ drgan wlasnych rozpatrywanego
uktadu.

Stowa kluczowe: mechanika, wyrzutnia rakiet, pojazd samochodowy, wspéirzedne
gléwne

Artykut zostat opracowany na podstawie referatu prezentowanego podczas X Migdzynarodowej Konferencji Uzbrojeniowej nt. ,,Naukowe
aspekty techniki uzbrojenia i bezpieczenstwa”, Ryn, 15-18 wrzes$nia 2014 r.
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1. WSTEP

Przeprowadzone w pracy rozwazania dotycza zdalnie sterowanego modutu
uzbrojenia ZSMU-70. Niniejszy artykut jest kontynuacja analizy modalnej
uktadu dyskretnego skladajacego sie z wyrzutni rakiet umieszczonej na
pojezdzie samochodowym [3, 4, 5, 12]. W artykule wykorzystane sa wektory
wlasne, na podstawie ktérych otrzymano cztery postacie drgan wtasnych
rozpatrywanego uktadu. Celem opracowania jest wykorzystanie wyznaczonych
warto$ci 1 wektorow wiasnych do analizy drgan wlasnych rozwazanego ukladu
z uwzglednieniem wspétrzednych gtéwnych [11].

Sformutowany model fizyczny przedstawiony jest na rys. 1 [6, 9]. Model
opracowano, przyjmujac nastepujace zalozenia upraszczajace: wystepuje
symetria podtuzna uktadu, mosty pojazdu wraz z kotami zredukowane sa do
mas skupionych, nadwozie pojazdu to cialo doskonale sztywne, wyrzutnia to
ciato doskonale sztywne potaczone na state z nadwoziem, uktad prowadnic ma
mozliwo$¢ obrotu wzgledem wiezy — po obrocie prowadnice wraz z wieza
stanowig bryle sztywna.
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Rys. 1. Samobiezny zestaw rakietowy

Fig. 1. Self-propelled missile assembly
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Na podstawie przyjetego modelu fizycznego z wykorzystaniem metody
wariacyjnej wyprowadzono model matematyczny. Zalezno$ci analityczne
w postaci sprzezonych réwnan rézniczkowych drugiego rzedu o pochodnych
zwyczajnych opisuja dynamike rozpatrywanego uktadu. Model matematyczny
samobieznego zestawu rakietowego jako uktad zachowawczy i autonomiczny
okreslony jest zaleznoscia (1) [10, 11, 14].

m§ +kyy (y+ad— yi1)+kyp(y = b= y13) =0
I3+ kyjaly + ad— y,)—kyb(y — b - y,,) =0 )]
myy Vi kv —k21(y+6”9— )’11)= ky1yo1

My iy + ki yia = koo (Y =08 = y1) = kiz oo
gdzie:
Y, 8,911, Y12 — Wspolrzedne niezalezne.

Do wyprowadzenia réwnan (1) wykorzystano nastepujace wzory na
energi¢ kinetyczng 7 i potencjalng U rozpatrywanego uktadu:

1{ .» ) .2 )
TZE(’")’ +19" +my v +m12y12)

1
U =5[k11(y11 —yor ) (2 = yor ) + oy (v +add— 3y, ) + kg (y — b9 — )’12)2]

Parametry modelu:
* masa i moment bezwladnos$ci nadwozia pojazdu wraz z wyrzutnig po ich

agregacji
m=1780]kg] 1=2620 [kgmz]
® masy mostéw pojazdu wraz z kotami po ich redukcji
my; =113 kg] myy =157 [ke]
e wspolczynniki sztywnosci ogumienia k6t przednich i tylnych
ky = 350000[ﬂ} kijy = 400000{ﬁ}
m m
e wspodlczynniki sztywnosci zawieszenia mostu przedniego i tylnego
k1 =75000 {E} k,, =65000 {ﬂ}
m m

® rozstaw kot z uwzglednieniem $rodka masy nadwozia wraz z wyrzutnia
a=1,14[m] b=1,28[m] 1=2,42[m]

2. ORTOGONALNOSC POSTACI DRGAN WEASNYCH

Kryterium zastosowania wspoétrzednych gtéwnych do analizy ruchu uktadu
jest uzaleznione od spetnienia warunkéw ortogonalno$ci postaci drgan
wiasnych [1, 2, 7, 8, 11, 13].
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Aby sprawdzi¢ to kryterium, zostaly wyprowadzone warunki
ortogonalno$ci. W tym celu wykorzystano cztery réwnania algebraiczne, ktore
zostaly wyprowadzone na podstawie réwnan ruchu uktadu (1) dla kazdej
z czterech czgstotliwosci.

Réwnania algebraiczne, na podstawie ktérych wyprowadzamy warunki
ortogonalno$ci postaci drgan wtasnych (2).

(k21 +kyy —max; ):uli + (k1 =k ob o = kyyts; = keypply; = 0 (2)
(kaja =k ob )iy + (]‘21612 +kyb” — Ta; )ﬂzi —kajapty; +kyybpry; =0

— kol —kyraply; + (kn +hy = mllwgi ),U31 =0

— koot +kopbpy; + (k12 +kyy =m0 )ﬂ41 =0

gdzie:
i=1,2,3,4
dla pierwszej postaci drgan wtasnych:
@y =8,0633731 [%}
My =1 M =1,2988344 3 =0,4454664 My =—0,0946873
dla drugiej postaci drgan wlasnych:
Wy, = 8,1365435 [%}
My =1 M, =—0,5231057 3, =0,0725104 M4 =0,2387174
dla trzeciej postaci drgan wlasnych:
W3 = 54,523538 {%}
Mz =1 M3 =—0,8695898 33 =0,0072983 Myz3 =—79,294773

dla czwartej postaci drganh wtasnych:

@y = 61,443545 [ﬂ}
S

M, =1 Moy =0,7742938 sy =—87,706333 Mg =—0,0045313
Po wprowadzeniu zaleznosci
@y s by s oy > My > My, gdzier v=1,2,3.4.

1 przeprowadzeniu kilku przeksztalcen otrzymujemy warunki ortogonalnosci (3)
W postaci:
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m ity + Hiflyy +my fsi s, + My fgifly, =0 dla i#v 3)
m iy + iy, + my sy, + mypligifly, 20 dla =V

(ko + koo Jatyi sy, + (kyya—k gob )it ptyy, — ko iy, = Koy iy, +

+ (kaya =k pob )ty s, + (k21a2 + k22b2)/u2i:u2v — karapisifyy + koybpiyify, +
— ko il — kyyapty; s, + (kyy + ko it 5, +

— koo flyitlay + kopbllyiflyy +(kiy +kop Ja gy =0 dla iV

(kay + koo Jptyiptyy + (kgya =k pob Yttty =k ity = ko flai by, +

+ (kyja —k oob )ittty + (k21a2 + k22b2)/u2i:u2v — kyraptzifyy + kpobpy;py, +
— ko tlyitlsy = kyraply;fty, + (kg + Koy s 03, +

— koo flyitlay + koobllyiflyy +(kiy +kop Jea gy 20 dla i=v

Dla i #v otrzymujemy sze$¢ wariantow:

i=1,v=2 i=1,v=3 i=1,v=3
i=2,v=3 i=2,v=4 i=3,v=4
Dla i =V otrzymujemy cztery warianty:
i=1,v=1 i=2,v=2
i=3,v=3 i=4,v=4

Po sprawdzeniu wszystkich wariantéw otrzymano wniosek, ze warunki
ortogonalno$ci postaci drgan wilasnych dla sformutowanego modelu zostaty
spetnione. Oznacza to mozliwo$¢ zastosowania w rozwazaniach wspétrzednych
gtéwnych [1, 11].

3. WSPOLRZEDNE GEOWNE

Wspétrzedne gtéwne przyjmujemy tak, aby speiniaty réwnania (4).
Y= My Xy Tt Xy + h3Xs + Mg Xy
U= Uy Xy + fpp Xy + Hp3 X3 + Hyy Xy “4)
Vi1 = M1 X+ HapXy + HazXs + Hag Xy
Vi = Har Xy + HapXo + Hg3X3 + s Xy

gdzie:

X1, Xy ,X3,X4 —wspolrzedne gtéwne

Po wykorzystaniu zaleznosci (1) i (4) oraz przeprowadzeniu kilku

przeksztatcen otrzymujemy réwnania opisujace drgania wiasne ukladu we
wspotrzednych gtéwnych (5).
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(mﬂlzl + I3y + my 5+ my i, )551 [k + kg sy + (k21a2 + k22b2)ﬂ221 +
gy + ey Jua3y + (kg + Ko Yty + 200 = kopb )y gty = 2oyt iz + - (5)
= 2kop 1 Mgy — 2k aply fay + 2kpo bty iy 1xy =0

(m,ué + I3, +my 4135 + mypfi )552 (g + ey Jpas + (1‘21512 + k22b2)ﬂ222 +

+ (kg ko )3 + (ki + e Yty + 2k — kb Yty s = 2kt 5 +

= 2kypfyppby — 2k apn Mz + 2koabiny gy 1%, =0

(myé + 1:“223 +m 1#323 + m12ﬂ4%3 )553 +[(k21 +koy )ﬂ123 + (k21a2 + k22b2),u223 +
+ (kn +ky) )#323 + (klz +kp ),uf3 + 2(k21a - kzzb)ﬂ13#23 =2k 3 53 +
= 2kop Hy3lhaz — 2ky1allys s + 2kopb s gz 15 =0

(m,u124 + 1#224 +m 1#324 + m12ﬂ4%4 )554 + [(k21 +koy )ﬂ124 + (k21a2 + k22172 )ﬂ224 +
(kg + kg iy + (kg + kg Yty + 2@ — kb Yty a g — 2k sty +
= 2k fy4fhay — 2k afpg Mg + 2koob i plys 1%, =0

Rozwigzujemy zagadnienie Cauchy’ego. Catki szczegélne rdéwnan
rézniczkowych (5) maja postac (6):
x = Ay sin(ayt + )
X, = Apy sin(apot + ;) (0)
x; = Ags sin(@ps +03)
x4 = Ay sin(@pyr + ay)
gdzie:
e = (kay + koo Jiy + (k21a2 + k22b2)u§1 + (kg + ko a3y + (kg + kgt +
+2kpga = kaob )ty 31 = 2bea iy g = Doyl fhgy = 2heryafly sy +
+2koyb iy iy

2 2 2 2
My = mpdyy + Iy ) +my sy +myo

2
k X X;

Wy :,/—l* Ay = [0 '{—10 o =arcig —wo.l 10
My« Wy X10

kyw = (k21 +ky ),U122 + (kzla2 + kzzbz)ﬂ%z + (kn + k21)ﬂ322 +
+ (k12 +kop )ﬂfz + 2(k210 - kzzb)ﬂlzﬂzz = 2ky oy — 2kon o My +
= 2ky iy fyy + 2k bty tyy
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9 2 2 2
Mys = Ml + Iy, +my M3y + 1yl

Wy X
a, =arctg (Mj
X20

ks« = (k21 +ky )ﬂ123 + (k21a2 + kzzbz)ﬂ223 + (kn + kzl)ﬂ323 + (k12 +ky» ),UZ3 +
+ 2(k21a - kzzb)ﬂ13ﬂ23 = 2ky My flny — 2kop 3 fhaz — 2ky Aty flgy +

+ 2kpnbpiys s
— i+ L2 + 2 . 2
Mg = Ml 3 + 13 + my L3y + Myt
ko X
W3 = = o5 = arctg M
M3 30

ge = (kay + koo Juafy + (k21a2 + kzzbz)#%4 (kg +hea sy + (ky + ey Yty +
+ 2k 1a = kob Yt g = 2heaifhyaftng = 2o g fas — 2hr aflry flay +
+2kpabiyyplay

_2 0 2 2
Mg = Mfdiy + Iy + 1y fag + Myl

X,
oy = arctg(—wo.ﬂ' 40}
X40

Warunki poczatkowe dla wspétrzednych gtéwnych wyznaczamy z réwnan

(7M1 (8).
Hi1X10 T HioXog + Hy3X30 + Ly4X40 = Yo
o Xy + fopXog + Hy3X30 + Mg X4 = T (N
_ 0
Mz 1X10 + s X0 + H33X30 + 34 X40 = Y11

_0
My X0 + HanXog + HazX30 + HysXag = Y12

X1 + My Xog + Hy3X30 + HiaXao = Yo

Moy X1 + HopXog + o330 + g Xgg = Ty 3)
. . . . .0

M31X00 + H3pXpg + H33X30 + U3 X490 = Y11

. . . . .0
My Xpo + HanXog + HazX30 + HyaXag = Vi
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gdzie:
X10 > X205 %30 X40 » X10 » X0 » X30 » X40— Warunki poczatkowe dla wspéirzednych
gtéwnych,
yo,ﬂo,ylol, y?z,yo,ﬁo, )'){)1, j)loz— warunki poczatkowe dla wspétrzednych
niezaleznych.

Po wykorzystaniu zalezno$ci (4), (6), (7) i (8) otrzymujemy réwnania
opisujagce  drgania wlasne ukladu we wspétrzednych niezaleznych
z uwzglednieniem warto$ci i wektoréw wiasnych (9).

¥ = Ay sin(@o +01) + o Ay sin (@t + o) +
+ 3 Ay sin (@t + 05 )+ 4 Ay sin(@gt + @)
O= i) Ay sin (@it + 04+t Ay sin(@oot + )+ ©)

+ to3 Ay sin(@yst + 3+ foy Ay sin (@t + )
Vi = My Ay sin (@ + )+ 3 Ay sin(@pr +ay )+
+ Hy3 Ay sin(@ost + 03 )+ 34 Ay sin (ot + 0)
Yio = Har Ay sin(@t + )+ Ay sin(@t + )+
+ gz Ay sin(@yst + 05 )+ fag Ay sin (@t + )

4. WYBRANE WYNIKI PRZEPROWADZONYCH OBLICZEN

Obliczenia wykonujemy dla nastepujacych warunkéw poczatkowych:
Y%=01 #®=0 =0 y)r=0 (10)
¥=0  %=0 =0 j1r=0

Warunki poczatkowe dla wspétrzednych gtéwnych wyznaczamy z réwnan
(7), (8) oraz zaleznosci (10). Otrzymujemy nast¢pujgce wartosci (11).
X0 =0,0286004  x,, =0,0710160 x3,=0,0001796 x4, =0,0002040
%0=0 Xp0 =0 X30 =0 X40 =0
(11)

Na rysunkach 2 i 4 przedstawione sa przebiegi zmienno$ci wspotrzednych
gléwnych, a na rysunkach 3 i 5 przebiegi zmiennoSci wspdtrzednych
niezaleznych dla drgan trwajacych odpowiednio ¢ =3[s] oraz ¢ =300[s].
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15 ]

t[s]
Rys. 2. Przebiegi zmienno$ci wspétrzednych gtéwnych dla ¢ =3[s]

Fig. 2. Variability courses of main coordinates for ¢ =3[s]

1,5

t[s]
Rys. 3. Przebiegi zmiennoéci wspétrzgdnych niezaleznych dla ¢ =3[s]

Fig. 3. Variability courses of independent coordinates for ¢ =3[s]

3,0
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Rys. 4. Przebiegi zmiennoéci wspétrzgdnych gtéwnych dla ¢ =300[s]

Fig. 4. Variability courses of main coordinates for ¢ =300[s]

Q9,0 50 100 150 200 250 300

t[s]
Rys. 5. Przebiegi zmienno$ci wspétrzednych niezaleznych dla ¢ =300[s]

Fig. 5. Variability courses of independent coordinates for ¢ =300[s]

Z przebiegu zmiennoSci przyjetych wspotrzednych wynika, ze w uktadzie
generujg si¢ sygnaty o zblizonych czgstotliwosciach. Oznacza to wystgpowanie
zjawiska dudnienia. Cze¢stotliwos$¢ zarejestrowanej obwiedni sygnatéw wynosi:

rad

ar, = 0,0731704 [—}
S



Analiza drgan wtasnych uktadu wyrzutnia rakiet — samochdd... 51

Wystepowanie tego zjawiska moze negatywnie wptywaé¢ na warunki startu
rakiet.

5. WNIOSKI

Wyznaczono  przebiegi  zmiennosci  wspdirzednych  gléwnych
i wspotrzednych niezaleznych charakteryzujacych odpowiedZz samobieznego
zestawu rakietowego na mozliwe zaburzenia. Stwierdzono mozliwo$¢
wystgpienia w rozpatrywanym uktadzie zjawiska dudnienia. W celu korekty
charakterystyki dynamicznej badanego ukladu nalezy zmieni¢ rozktad
i wartos$ci parametréw samobieznego zestawu rakietowego.

W badaniach empirycznych rozpatrywanego uktadu, wykonanych przy
uzyciu szybkiej kamery cyfrowej, stwierdzono wystgpowanie wyjatkowo
duzych, niekorzystnych przemieszczen. W zwigzku z tym zainteresowano si¢
wyznaczeniem podstawowych charakterystyk dynamicznych, ktére sa
najbardziej syntetycznymi wielkosciami opisujacymi uktad drgajacy. Przebieg
zjawisk drganiowych wystgpujacych przy réznych wymuszeniach w duzym
stopniu zalezy od tych charakterystyk. Znajac je, mozna w sposéb celowy
zaprojektowac badany uktad.
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An Analysis of Proper Vibrations of the Missile Launcher
— Motor Vehicle Assembly Using the Main Coordinates

Zbigniew DZIOPA, Maciej NYCKOWSKI

Abstract. The study examined an assembly composed of a motor vehicle with
a launcher of unguided missiles mounted on it. A real self-propelled missile assembly
was used to develop a physical model, and then Lagrange equations of the second type
were applied in order to implement a mathematical model. The characteristic values
and eigenvectors were determined on the basis of the equations describing the
autonomous and conservative motion of the system. The main coordinates were
introduced and the orthogonality conditions of the proper vibrations forms were
checked with the designated dynamic characteristics of the analyzed system. Then the
independent equations of vibrations of the missile launcher-motor vehicle assembly
were determined taking into consideration the characteristic values and eigenvectors. To
conclude, an analysis of vibrations of the considered system was conducted.

Keywords: mechanics, missile launcher, armoured fighting vehicle, main coordinates



