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STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono wybrane aspekty oddziaływań dynamicznych 
i termicznych na konstrukcję nawierzchni podatnej w modelu termolepkosprężystym. Artykuł 
obejmuje skompensowanie zagadnień z prowadzonych prac własnych modelowych w zakresie 
teoretycznym oraz przedstawia podstawowe zależności i ich analizę. Przedstawiono również 
wynikające z tej analizy wnioski, które zostaną w przyszłości wykorzystane w praktyce przy 
projektowaniu i diagnozowaniu nawierzchni podatnych i półsztywnych. 

1. WSTĘP 

Modelowanie układu nawierzchni jest zawsze dużym problemem badacza, a w szcze­
gólności w zakresie wyboru modelu adekwatnego do rzeczywistych warunków pracy 
konstrukcji [1]. Z jednej strony zawsze istnieje pokusa przyjęcia jak najprostszego roz­
wiązania, ale zaraz rodzi się pytanie, czy wystarczająco dobrze opisuje on oddziaływa­
nia w niej występujące, z drugiej zaś strony przyjęcie modelu złożonego daje moż­
liwość ujęcia wszystkich lub prawie wszystkich procesów zachodzących w konstruk­
cji, ale nastręcza dużo trudności w jego sformułowaniu matematyczno - fizycznym. 

1 ) dr inż. - Instytut Badawczy Dróg i Mostów, Warszawa 
2 ) dr inż. - Wojskowa Akademia Techniczna, Warszawa 
3 ) rozszerzona wersja referatu z Konferencji E N V I R O A D 2009 



6 Mirosław Graczyk, Józef Rafa 

Powstaje wówczas wątpliwość, czy model „pełny", w którym ujęto całą złożoność 
pracy nawierzchni jest dobry. Przy czym podstawą jest tutaj określenie istotności, ka­
żdego z osobna i wszystkich razem opisanych w modelu procesów, a także ich inte¬
rakcji. 

Jednocześnie opis matematyczny modelu dający możliwość uwzględnienia interakcji 
między różnymi oddziaływaniami lepiej odzwierciedla fizyczną naturę zjawisk za¬
chodzących w nawierzchni niż np. stosowanie jedynie zasady superpozycji w celu 
wszystkich oddziaływań zewnętrznych. Taka klasyczna sytuacja ma miejsce w od­
działywaniach od obciążeń masowych i termicznych na konstrukcję nawierzchni. 

Autorzy proponują opis matematyczny oddziaływań od obciążeń masowych i ter¬
micznych w modelu konstrukcji nawierzchni z obustronnym sprzężeniem termome¬
chanicznym i mechaniczno - termicznym. W prezentowanym artykule omówiono 
jakościowo i graficznie wpływ wymienionych czynników na oddziaływanie na na¬
wierzchnię i ocenę nośności konstrukcji. 

2. OPIS MODELU NAWIERZCHNI Z MATERIAŁU 
TERMOLEPKOSPRĘŻYSTEGO 

2.1. UWAGI OGÓLNE 

M o d e l nawierzchni termolepkosprężystej został opisany matematycznie analogicznie 
jak w ośrodku lepko - sprężystym zgodnie z modelem Biota [2], z uwzględnieniem 
opisu propagacji ciepła według teorii Gurtina - Pipkina [3 - 5]. Taka idea daje możli¬
wość opisu w sposób bliższy rzeczywistej pracy nawierzchni podatnych, a tym sa¬
mym aplikacji w nowych dokładniejszych metodach projektowania i diagnozowania, 
tak poszczególnych warstw bitumicznych jak i całej konstrukcji nawierzchni podat¬
nych. 

W opisie formalnym równania bilansu pędu i energii wewnętrznej przedstawiają 
układ równań różniczkowo - całkowych typu splotowego. Konstrukcję rozwiązania 
przeprowadzono metodą transformacji całkowych Laplace'a i Fouriera [6] z wyko­
rzystaniem do retransformacji metody Cagniarda - de Hoopa [7 - 8]. 

Wyznaczono rozwiązanie fundamentalne problemu, zbadano jego podstawowe 
własności i dokonano porównania z klasycznym, dotychczas stosowanym opisem. 
Uzyskane rozwiązania będą wykorzystane w zagadnieniach brzegowo - początko¬
wych stosowanych między innymi w diagnostyce podatnych i półsztywnych na¬
wierzchni warstwowych drogowych i lotniskowych. 

2.2. SFORMUŁOWANIE PROBLEMU 

D l a jednorodnego, izotropowego ośrodka o własnościach lepkosprężystych ze sprzę­
żeniem termomechanicznym, równanie bilansu pędu i energii wewnętrznej można za­
pisać w postaci [ 9 - 1 0 ] : 
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• równania zachowania pędu: 

3 t ( p v ) - V ° a = F , (1) 

• równania bilansu energii wewnętrznej: 

3t(pe) - V ° q = w . (2) 

Równanie konstytutywne w obustronnie sprzężonej termolepkosprężystości przyj¬

mujemy w postaci podanej poniżej [3 - 5]: 

- składowych tensora naprężeń: 

a ik = s „ ) S i k + 2 ( u * s i k
) - ( P * 0 ) S i k , ( 3 ) 

- składowych strumienia ciepła: 

q
k = - a * d k

0 , ( 4 ) 

- energii wewnętrznej: 

e = eo + (c * 9 ) +0 o ( P * s „ ) , (5) 

gdzie: 

(m* n) - splot, 
t 

x = (x 1,x 2,x 3 ) £ 9 i 3 , t G R + , 

p - gęstość masowa ośrodka, 

v = 3 1 u - prędkość masowa ośrodka, 

V - operator Hamiltona, 

a - tensor naprężeń, 

q - strumień ciepła, 

u - wektor przemieszczeń, 

s ., = - ( 3 , u. + 3 .u, ) - składowe tensora odkształceń, 
ik 2 k i i k 

s u = 3 u u l - składowe diagonalne tensora odkształceń, 

9 = 0 - 0 0 - temperatura względna ośrodka, 

0 - temperatura bezwzględna, 

0 0 - temperatura odniesienia, 

F - wektor sił masowych, 

w - wewnętrzne źródła energii, 

e0 - energia odniesienia, 
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P(t) = 3a TK(t) - funkcja relaksacji sprzężenia termomechanicznego, 

a - współczynnik rozszerzalności termicznej, 
T 2 

K(t) = X(t) + 3 n(t) - moduł objętościowy, 

X , n - stałe Lame, 

a(t) - funkcja relaksacji strumienia ciepła, 

c(t) = c vS(t) + b(t) - funkcja relaksacji przewodnictwa ciepła, 

8( t) - delta Diraca, 

b(t) - funkcja relaksacji energii wewnętrznej, 

cv - współczynnik przewodnictwa ciepła, 

8., - delta Kroneckera, 

ik t 

(f *g )(t) = j f ( t - X )g(x )dx. 
0 

Poza wymienionymi oznaczeniami, w dalszej części artykułu wykorzystano także: 

T - bezwymiarowe chwile czasu, T = —, 
t 0 

t0 - czas, po którym czoło fali przebędzie jednostkową odległość, 

v - b e z w y m i a r o w a temperatura bieżąca, v = , 

0 w - temperatura równoważna intensywności źródła ciepła w(x,t), 

q 0 - bezwymiarowa odległość od osi walca, ^ 0 . 
v t 0 

Układ równań (1) H- (5) rozwiążemy przy uwzględnieniu skupionych wymuszeń ma­
sowych i termicznych, wyznaczając: u(t,x) = [ u 1 , u 2 , u 3 ) T oraz 9(t ,x). W tym celu 
zastosujemy metodę przekształceń całkowych Laplace'a względem t oraz Fouriera 
względem x 1 oraz x 2 [4, 9]. W otrzymanych rozwiązaniach w postaci transformat za¬
stosujemy uogólnioną i zmodyfikowaną metodę Cagniarda - de Hoopa [9] i wyzna¬
czymy rozwiązanie w czasoprzestrzeni (t ,x). 

3. ROZWIĄZANIE FUNDAMENTALNE PROBLEMU 

Przyjmujemy źródła zewnętrzne w postaci: 

F =p[i>1, P2, P j S( t, x ) , (6) 

w = p g S ( t ,x) . 

Równania (1) H (5) jako układ równań drugiego rzędu zapisujemy następująco: 

p 3 2 u - ( X + | a ) * V V ° u-n* ( V V ° u-VxVx u) + p * V 9 = p P S ( t)S(x) , ( 7 ) 

3 1 ( p c * 9 + 9 0 P * V ° u) - a* V ° V 9 =pgS(t)S(x) . 

DROGI i MOSTY 2/2010 
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Układ równań (7) zastąpimy równoważnym układem w postaci: 

p 3 2 s - ( X + 2|a)* V 2 s +P* V 2 9 =pS( t )V°(PS(x)) 

p 3 2 w + | a * V x V w = pS( t)Vx (P8(x)) , 

p 3 1 ( c * 9 ) + 9 0 3 1 ( P * s ) - a* V 2 9 = pQ8(t)S(x) , 

gdzie: 

s = V ° u, 
rot 

w=Vx u . 

V ° w=0 

oraz 
V ° (PS( x)) = 

= 18(x 1 )S(x 2)S(x 3 ) + P 2 S( x 1 )3 2 S(x 2)S( x 3 ) + P 3 S(x 1 )S(x 2 )3 3 S(x 3 ) 

(8) 

(9) 

V x ( P8( x)) = S 

P 3 3 1 8 ( x 1)8( x 2)8( x 3 ) - P 2 8( x 1 )3 2 $( x 2 ) 3 3 8( x 3 ) " 

p 8 ( x 1 )8(x 2 )3 38(x 3 ) - P 3 318(x 1 )8(x 2 )8(x 3 ) 

18(x1)8(x 2)8(x 3 ) + P 8(x1)3 28(x 2)8(x 3 ) 

(10) 

N a obecnym etapie pracy wyznaczono rozwiązanie wyrażone przez dylatację pola 

przemieszczeń i temperaturę ośrodka (nawierzchni podatnej) wywołanych źródłem 

termicznym zgodnie z wzorem (11): 

F =p[P1, P 2 , P 3 ] T 8( t, x) = 0 , 

w = pQ8( t,x) . 

Ogólną postać rozwiązania można zapisać w postaci wzorów (12): 

(11) 

s( t, x) = Q 

4nR, S i 
Z L 

P w / 2 a l 

ac1 (w 1 - w 
* L-l[ew'R ] , 

4nR 1=1,3 
a c 1 2 ( w , 2 - w 3 2 ) 

(12) 

* L-l [e-w'R ] , 

gdzie: 

L - 1 oznacza retransformatę Laplace'a, 

R =yjx2 + x2 + x 2 jest odległością od źródła ciepła. 

Występujące współczynniki w{ wyrażają się poprzez funkcje relaksacji, opisane przy 
_2 = X + 2a 

sformułowaniu problemu, zaś c1 
p 

2 3 



10 Mirosław Graczyk, JózefRafa 

Wskaźnik: 

=1 dotyczy fali sprężysto - termicznej, 

= 3 dotyczy fali termiczno - sprężystej. 

4. ANALIZA NUMERYCZNA 

W celu ilustracji otrzymanych rozwiązań przedstawiono rozkład temperatury w 

ośrodku (w warstwie bitumicznej nawierzchni podatnej), w funkcji współrzędnych 

przestrzennych i czasu, wywołanej źródłem ciepła rozłożonego wzdłuż osi x 3 e(-l, l) 

o intensywności w0 f(t)w następującej postaci: 

w( x, t) = w f (t )8(x 1)8(x 2)H (l - lx 3I) . (13) 

Obliczenia wykonano dla modelu relaksacji Maxwel la . Proporcjonalnie do rozkładu 
temperatur zachowują się naprężenia termiczne: 

a = a K * (14) 

Wzór, przedstawiający rozkład temperatury w ośrodku zależny od czasu i współrzed-

nych, przyjmuje następującą postać: 

v 1 0 v t 0 j 

v 1 0 j v v t 0 j 
dT (15) 

gdzie: 

I. oznacza zmodyfikowaną funkcję Bessela, 

c 0 = 2 H ( l - lx3I), 

c 1 = s g n ( x 3 + l ) , 

R1 2 + (x 3 + l)2, 

c 2 = s g n ( x 3 - l ) , 

R 2 2 + (x3 - l)2. 

Anal iza numeryczna uzyskanego rozwiązania pokazuje istnienie trzech fal propa¬
gujących się w czasoprzestrzeni. Pierwsza z nich jest falą walcową opisaną równa¬
niem: 

p - v t =0 , 

- l , l . 
(16) 

2 2 

k = 0 R k 

DROGI i MOSTY 2/2010 
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Następnie generują się dwie duże fale kuliste styczne do powierzchni walcowej i opi­
sane równaniami: 

Rk
 - vt - 0 , 

Ri =Jp2 + (x3 + l)2 , (17) 

R2 = Jp2 + (x3 - l)2 , 

czyl i sfery i środkach w: S1 - (0,0 -1) oraz S 2 (0,01) i promieniu vt. 

Propagację tych fal pokazano na rysunku 1 w wybranych przypadkach: T1 - vt1 -1 
oraz T2 - vt2 - 2. 

Rys. 1. Rozkład powierzchniowych fal termicznych w warstwie bitumicznej 
w czasie T1 -1 i 7"2 - 2 

Fig. 1. Distribution of surface thermal wave in asphalt layer at time 71 - 1 and T2 - 2 

Rozkład temperatury będący sumą wkładów od poszczególnych fal w ustalonych cza­
sach T - 50, T -10, T -1 przedstawiono na r y s u n k a c h 2 i 3 . 

W celu porównania wyników rozwiązania w g modelu Gurtina - Pipkina ze skończoną 
prędkością propagacji ciepła, z modelem klasycznym Fouriera przy nieskończonej 
prędkości propagacji ciepła, wykonano zestawienie tych obliczeń, zobrazowane na 
r y s u n k a c h 4 i 5 . 

N a rysunku 6 przedstawiono zmianę temperatury w funkcji czasu, która jest propor¬
cjonalna do rozkładu naprężeń termicznych w warstwie nawierzchni. N a rysunku tym 
wyraźnie widać pojawiające się czoło fali termosprężystej w ośrodku (warstwie bitu¬
micznej) w celu modelu falowej propagacji ciepła (model Gurtina - Pipkina) i niewy¬
stępowanie czoła fali w celu modelu klasycznego (Fouriera). 
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Rys. 2. Rozkład temperatury w modelu propagacji ciepła Gurtina - Pipkina 
w czasie T = 50, T = 10, T = 1, poprzecznie do osi x3 = 0 
Fig. 2. Distribution of temperature in Gurtin - Pipkin heat propagation model 
in time T = 50, T = 10, T = 1, in transverse direction to the axis of x3 = 0 

Rys. 3. Rozkład temperatury w klasycznym modelu Fouriera propagacji ciepła w czasie 
(odległości od źródła) T = 50, T = 10, T = 1 
Fig. 3. Distribution of temperature in the classical Fourier model of heat propagation in time 
(distance from the source) for T = 50, T = 10, T = 1 

DROGI i MOSTY 2/2010 
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Rys. 4. Rozkład bezwymiarowej temperatury poprzecznie do osi x3 = 0 w rozwiązaniu 
Gurtina - Pipkina (linia przerywana) i rozwiązaniu Fouriera (linia ciągła) 

w czasie (odległości od źródła) T = 50, T = 10 
Fig. 4. Distribution of non-dimensional temperature in transverse direction to the axis of 

x3 = 0 in Gurtin - Pipkin model (dashed line) and Fourier model (solid line) in time 
(distance from the source) for T = 50, T = 10 

Rys. 5. Rozkład bezwymiarowej temperatury poprzecznie do osi x3 = 0 w rozwiązaniu 
Gurtina - Pipkina (linia przerywana) i rozwiązaniu Fouriera (linia ciągła) w czasie 

(odległości od źródła) T =1 
Fig. 5. Distribution of non-dimensional temperature in transverse direction to the axis of 

x3 = 0 in Gurtin - Pipkin model (dashed line) and Fourier model (solid line) in time 
(distance from the source) for T = 1 
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Rys. 6. Rozkład temperatury w ośrodku (warstwie asfaltowej) w funkcji czasu 
Fig. 6. Distribution of temperature in the asphalt layer in function of time 

N a obecnym etapie konstruowana jest pełna analiza rozkładu odkształceń, naprężeń 
i temperatury w ośrodku - warstwie bitumicznej nawierzchni podatnej, której wynik i 
przedstawione zostaną w następnej publikacji. 

5. WNIOSKI 

W artykule przedstawiono oryginalny opis modelu warstwy asfaltowej nawierzchni 
podatnej termolepkosprężystej z uwzględnieniem falowej propagacji ciepła (ze skoń­
czoną prędkością) [11] wraz z obustronnym sprzężeniem termomechanicznym. 

W celu ilustracji zjawiska wykonano obliczenia numeryczne, które również zostały 
przedstawione w postaci graficznej. Szczególnie podkreślono różnice w opisie propa­
gacji ciepła z nieskończoną prędkością (klasyczny model - Fouriera) z bardziej nowo­
czesnym ujęciem propagacji ciepła (model Gurtina - Pipkina). Wynikające z porów¬
nania różnice jakościowe i ilościowe przedstawiono na rysunkach. 

W porównaniu ilościowym widać występowanie ostrzejszych gradientów temperatu¬
ry w przypadku modelu falowej propagacji ciepła, zaś w sensie jakościowym wystę¬
powanie czoła fali termicznej tylko przy modelu Gurtina - Pipkina. 

Bardziej obszerne wnioski i pełniejszą analizę wynikającą z prezentowanego modelu 
termolepkosprężystego zostaną przedstawione po zakończeniu wykonywanych obec­
nie obliczeń numerycznych. Istnieją realne podstawy, by przypuszczać, że wyniki 
tych analiz będą mogły mięć istotny wpływ na bardziej precyzyjne projektowanie 
i diagnozowanie układów konstrukcyjnych warstw asfaltowych nawierzchni podat¬
nych. 

DROGI i MOSTY 2/2010 
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SELECTED ASPECTS OF THE BEHAVIOUR OF FLEXIBLE 
PAVEMENTS IN THERMOVISCOELASTICITY MATERIAL MODELS 

Abstract 

The presented paper shows the selected aspects of the dynamie and thermal impacts on the 
flexible pavement in thermoviscoelastic models. Paper includes theoretical modelling issues 
based on authors own works as well as the analysis of results of calculations. Furthermore the 
authors draw conclusions from this analysis that could be used in the practice in design and 
diagnostic of flexible and semi-rigid pavements. 




