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WYBRANE ASPEKTY ZACHOWANIA SIE
NAWIERZCHNI PODATNYCH W MODELACH
MATERIALOW TERMOLEPKOSPREZYSTYCH?

STRESZCZENIE. W artykule przedstawiono wybrane aspekty oddziatywan dynamicznych
i termicznych na konstrukcje nawierzchni podatnej w modelu termolepkosprezystym. Artykut
obejmuje skompensowanie zagadnien z prowadzonych prac wlasnych modelowych w zakresie
teoretycznym oraz przedstawia podstawowe zaleznosci i ich analize. Przedstawiono rowniez
wynikajace z tej analizy wnioski, kiére zostang w przysziosci wykorzystane w praktyce przy
projektowaniu i diagnozowaniu nawierzchni podatnych i pétsztywnych.

1. WSTEP

Modelowanie uktadu nawierzchni jest zawsze duzym problemem badacza, a w szcze-
g6lnoécei w zakresie wyboru modelu adekwatnego do rzeczywistych warunkéw pracy
konstrukeji [1]. Z jednej strony zawsze istnieje pokusa przyjecia jak najprostszego roz-
wigzania, ale zaraz rodzi si¢ pytanie, czy wystarczajaco dobrze opisuje on oddziatywa-
nia w niej wystgpujace, z drugiej za$ strony przyjecie modelu ztozonego daje moz-
liwos¢ ujecia wszystkich lub prawie wszystkich proceséw zachodzacych w konstruk-
¢ji, ale nastrgeza duzo trudnosci w jego sformulowaniu matematyczno - fizycznym.
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Powstaje wowczas watpliwos¢, czy model ,,pelny”, w ktérym ujgto cala zlozonosé
pracy nawierzchni jest dobry. Przy czym podstawa jest tutaj okreslenie istotnosci, ka-
zdego z osobna i wszystkich razem opisanych w modelu proceséw, a takze ich inte-
rakcji.

Jednoczesnie opis matematyczny modelu dajacy mozliwos¢ uwzglgdnienia interakcji
migdzy roznymi oddzialywaniami lepiej odzwierciedla fizyczng naturg zjawisk za-
chodzacych w nawierzchni niz np. stosowanie jedynie zasady superpozycji w celu
wszystkich oddzialywan zewngtrznych. Taka klasyczna sytuacja ma miejsce w od-
dziatywaniach od obciazen masowych 1 termicznych na konstrukej¢ nawierzchni.

Autorzy proponuja opis matematyczny oddzialywan od obciazeh masowych i ter-
micznych w modelu konstrukcji nawierzchni z obustronnym sprz¢zeniem termome-
chanicznym i mechaniczno - termicznym. W prezentowanym artykule omoéwiono
jakosciowo i graficznie wplyw wymienionych czynnikow na oddziatywanie na na-
wierzchnig 1 oceng no$nosci konstrukeji.

2. OPIS MODELU NAWIERZCHNI Z MATERIALU
TERMOLEPKOSPREZYSTEGO

2.1. UWAGI OGOLNE

Model nawierzchni termolepkosprezystej zostal opisany matematycznie analogicznie
jak w osrodku lepko - sprezystym zgodnie z modelem Biota [2], z uwzglednieniem
opisu propagacji ciepla wedlug teorii Gurtina - Pipkina [3 - 5]. Taka idea daje mozli-
wos¢ opisu w sposob blizszy rzeczywistej pracy nawierzchni podatnych, a tym sa-
mym aplikacji w nowych dokladniejszych metodach projektowania i diagnozowania,
tak poszczegdlnych warstw bitumicznych jak i calej konstrukeji nawierzchni podat-
nych.

W opisie formalnym réwnania bilansu pgdu i energii wewngtrznej przedstawiaja
uktad réwnan rézniczkowo - catkowych typu splotowego. Konstrukejg rozwiazania
przeprowadzono metoda transformacji catkowych Laplace’a i Fouriera [6] z wyko-
rzystaniem do retransformacji metody Cagniarda - de Hoopa [7 - 8].

Wyznaczono rozwiazanie fundamentalne problemu, zbadano jego podstawowe
wlasnosci 1 dokonano poréwnania z klasycznym, dotychczas stosowanym opisem.
Uzyskane rozwiazania bgda wykorzystane w zagadnieniach brzegowo - poczatko-
wych stosowanych migdzy innymi w diagnostyce podatnych i pélsztywnych na-
wierzchni warstwowych drogowych i lotniskowych.

2.2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Dla jednorodnego, izotropowego o$rodka o wlasnosciach lepkosprezystych ze sprzg-
zeniem termomechanicznym, rownanie bilansu pedu i energii wewngtrznej mozna za-
pisa¢ w postaci [9 - 10]:
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« rownania zachowania pgdu:

o pV)-Voo=F , (N
« rownania bilansu energii wewngtrzne;j:

ot(pe)—Vog=w . (2)

Réwnanie konstytutywne w obustronnie sprzgzonej termolepkosprezystosci przyj-
mujemy w postaci podanej ponizej [3 - 5]:

— skladowych tensora naprgzen:
O 2(11‘8;;)811 +2{“T85k)_(51‘0)8n\ ’ 3)

— skladowych strumienia ciepla:

q, =—a*0,0 , (4)
— energii wewngtrznej:
e=e, +(c*0)+0,(B*e,) , ()
gdzie:
(m* ) — splot,

3
X=X ax.%, )eN, tek ,

p — gestos¢ masowa osrodka,
v=0,u — predko$é masowa osrodka,
Vv — operator Hamiltona,

(e} — tensor naprezen,

q — strumien ciepla,

u — wektor przemieszczen,

" =%(ak u, +6‘.uk ) — skladowe tensora odksztalcen,
g, =0,u, — skladowe diagonalne tensora odksztalcen,
0=0-0, — temperatura wzglgdna osrodka,
C) — temperatura bezwzgledna,

0, — temperatura odniesienia,
F — wektor sil masowych,
w — wewnetrzne Zzrodla energii,

e — energia odniesienia,
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B(#) =30, . K(?) — funkcja relaksacji sprzgzenia termomechanicznego,
o — wspblczynnik rozszerzalnosci termicznej,
K(t)=M(1) +%p.{_t) — modul objgtoSciowy,

A, E — stale Lame,

a(r) — funkcja relaksacji strumienia ciepla,

ot)=c (1) +b(1) — funkcja relaksacji przewodnictwa ciepla,

(1) — delta Diraca,

b(t) — funkcja relaksacji energii wewngtrznej,

e, — wspolczynnik przewodnictwa ciepla,

) — delta Kroneckera,

ik

(f *g)0)= [ f(1-v)g(x)dr.

Poza wymienionymi oznaczeniami, w dalszej czgsei artykutu wykorzystano takze:

2 . ; TR :
T - bezwymiarowe chwile czasu, I'=—,

t

0
t, — czas, po ktérym czolo fali przebgdzie jednostkowa odleglosé,
v — bezwymiarowa temperatura biezaca, v = 2
0, - temperatura rOwnowazna intensywnosci zrodla ciepta w(x, 1),
n, - bezwymiarowa odleglo$¢ od osiwalca, n, = P

vi

0
Uktad réwnan (1) + (5) rozwiazemy przy uwzglgdnieniu skupionych wymuszen ma-
sowych i termicznych, wyznaczajac: u(t,x)=[u ,u,,u, )" oraz O(z,x). W tym celu
zastosujemy metode przeksztalcen catkowych Laplace’a wzgledem ¢ oraz Fouriera
wzgledem x, oraz x, [4, 9]. W otrzymanych rozwiazaniach w postaci transformat za-
stosujemy uogo6lniong i zmodyfikowang metodg Cagniarda - de Hoopa [9] 1 wyzna-
czymy rozwiazanie w czasoprzestrzeni (£,x).

3. ROZWIAZANIE FUNDAMENTALNE PROBLEMU

Przyjmujemy zrodla zewngtrzne w postaci:

F=p[P,,P,,P,]"8(tx) , (6)
w=pQ&(t,x) .
Roéwnania (1) +(5) jako uklad réwnan drugiego rz¢du zapisujemy nastgpujaco:
PO i —(L+p)* VV o ii —px (VV o ii =V x V x 1i) + B* VO = pP3(£)3(x) , 7

8, (pcx 0 +0 Bx Vo) —a* VoVO =p0OS(1)3(x) .
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Uklad rownan (7) zastapimy rownowaznym ukladem w postaci:
pd’e —(h+2u)* Ve +B# V20 =pd(£)V o (P3(x)) .
PO +px V x Vit =pd(1)V x (P3(x)) , (8)
pd,(cx0)+0 0 (Pxg)—a* V20 =pQd(1)d(x) ,

gdzie
div .
e=Vou
- For .
w=Vxu
Vew=0
oraz

Vo (P3(x)) = ©)
=P2 8(x,)8(x,)8(x, )+ P,3(x,)0,8(x,)(x, )+ P,3(x, )3(x, )3 ,8(x,) ,
P.3 8(x)38(x,)8(x,) — P,8(x,)0,8(x,)0,8(x,) "
Vx(P3(x))=S=| Po(x,)(x,)0,8(x,)—P,0 8x )W¥(x,)dx,) | . (10
P03, 8(x, )8(x,)8(x )+ P,8(x, )0 ,8(x,)8(x, )

Na obecnym etapie pracy wyznaczono rozwigzanie wyrazone przez dylatacje pola
przemieszczen i temperaturg osrodka (nawierzchni podatnej) wywolanych Zrodlem
termicznym zgodnie z wzorem (11):

F=p[P,,P,,P,]"8(t,x) =0 ,

(11)
w=p0d(t,x) .
Ogolna postaé rozwigzania mozna zapisa¢ w postaci wzorow (12):
0.2
SUJ):& Z L —ijzaf o e"],
dnR 55 ac (w- —w: | _
1 1 3 {12)

- p(s—Ezwz) . i
G“’x):zh% Z(—a!)L'[%]*L "le T

—3 2 2
=13 ac, (w; —wy) |’
gdzie:
L' oznacza retransformate Laplace’a,

2 2 2 . i, .
R =1/x| +x +x; Jest odlegloscia od zrédla ciepla.

Wystepujace wspolezynniki w, wyrazaja sig poprzez funkcje relaksacji, opisane przy
A+2a

p

sformulowaniu problemu, za$ Ef =
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Wskaznik:
[=1 dotyczy fali spr¢zysto - termicznej,

[=3 dotyczy fali termiczno - sprezystej.

4. ANALIZA NUMERYCZNA

W celu ilustracji otrzymanych rozwigzan przedstawiono rozklad temperatury w
ofrodku (w warstwie bitumicznej nawierzchni podatnej), w funkeji wspohrzednych
przestrzennych i czasu, wywolanej zrodlem ciepla rozlozonego wzdluz osix € (—1 h f)
o intensywnosci w f(¢) w nastgpujacej postaci:

w(x,2) = w, f()8(x, )8(x, JH (I —|x,]) . (13)

Obliczenia wykonano dla modelu relaksacji Maxwella. Proporcjonalnie do rozkladu
temperatur zachowuja si¢ napr¢zenia termiczne:

c=aK*0 . (14)

Wzor, przedstawiajacy rozklad temperatury w os$rodku zalezny od czasu i wspotrzed-
nych, przyjmuje nastg¢pujaca postac:

(2 2] 2
2 ¢ R = fo ) IU Vtu
0(t,x)=0, > (—c, )H| ———L e dT (15)
35t rmnl A B v
gdzie:
I, - oznacza zmodyfikowana funkcj¢ Bessela,
¢, =2H(l—|x,|)

2 2
R, :p:,,fxl +X,,

¢, =sgn(x, +1/),

R, =./p> +(x, +1)%,

¢, =sgn(x, —1),
R, =1/p2 +(x, = )%,

Analiza numeryczna uzyskanego rozwigzania pokazuje istnienie trzech fal propa-
gujacych si¢ w czasoprzestrzeni. Pierwsza z nich jest fala walcowa opisana réwna-
niem:

p—vi=0,

16
x_‘e<—1,f). (16)
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Nastgpnie generuja si¢ dwie duze fale kuliste styczne do powierzchni walcowe;j i opi-
sane roOwnaniami:
R —vt=0,

k

R, =\p® +(x, +1)* , (17)
R, =\p” +(x, =07 ,

czyli sfery i $rodkach w: § =(00-1)oraz §,(00,]) i promieniu vz.

Propagacjg tych fal pokazano na rysunku 1 w wybranych przypadkach: 7, =vt, =1
orazT, =vt, =2

pA

Rys. 1. Rozklad powierzchniowych fal termicznych w warstwie bitumicznej
wczasie T, =1iT, =2
Fig. 1. Distribution of surface thermal wave in asphalt layer attime 7, =1and 7, =2

Rozklad temperatury bedacy suma wkladoéw od poszczegdlnych fal w ustalonych cza-
sach 7'=50, 7' =10, T =1 przedstawiono na rysunkach 2 i 3.

W celu porownania wynikoéw rozwiazania wg modelu Gurtina - Pipkina ze skonczona
predkoscia propagacji ciepla, z modelem klasycznym Fouriera przy nieskonczonej
predkosci propagacji ciepla, wykonano zestawienie tych obliczen, zobrazowane na
rysunkach 41 5.

Na rysunku 6 przedstawiono zmiang temperatury w funkcji czasu, ktora jest propor-
cjonalna do rozktadu naprezen termicznych w warstwie nawierzchni. Na rysunku tym
wyraznie widaé¢ pojawiajace si¢ czolo fali termosprezystej w o$rodku (warstwie bitu-
micznej) w celu modelu falowej propagacji ciepla (model Gurtina - Pipkina) i niewy-
stgpowanie czola fali w celu modelu klasycznego (Fouriera).
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Rys. 2. Rozktad temperatury w modelu propagaciji ciepta Gurtina - Pipkina
w czasie T =50, T =10, T =1, poprzecznie do osi x, =0

Fig. 2. Distribution of temperature in Gurtin - Pipkin heat propagation model
intime T =50, T =10, T =1, in transverse direction to the axis of x, =0

3.5 l\
3

2,5

e
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Rys. 3. Rozktad temperatury w klasycznym modelu Fouriera propagacji ciepta w czasie
(odlegtosci od zrédta) T =50, T =10, T =1

Fig. 3. Distribution of temperature in the classical Fourier model of heat propagation in time
(distance from the source) for T =50, T=10,T =1
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Rys. 4. Rozkiad bezwymiarowej temperatury poprzecznie do osi x, =0 w rozwigzaniu
Gurtina - Pipkina (linia przerywana) i rozwiazaniu Fouriera (linia ciggta)

w czasie (odlegtosci od zrédta) T =50, T =10

Fig. 4. Distribution of non-dimensional temperature in transverse direction to the axis of
x, =0in Gurtin - Pipkin model (dashed line) and Fourier model (solid line) in time
(distance from the source) for T =50, T =10
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Rys. 5. Rozktad bezwymiarowej temperatury poprzecznie do osi x, =0 w rozwigzaniu
Gurtina - Pipkina (linia przerywana) i rozwigzaniu Fouriera (linia ciagta) w czasie
(odlegtosci od zrédta) T =1

Fig. 5. Distribution of non-dimensional temperature in transverse direction to the axis of
x; =0in Gurtin - Pipkin model (dashed line) and Fourier model (solid line) in time
(distance from the source) for T =1
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0,1
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Rys. B. Rozkiad temperatury w osrodku (warstwie asfaltowej) w funkcji czasu
Fig. 6. Distribution of temperature in the asphalt layer in function of time

Na obecnym etapie konstruowana jest pelna analiza rozkladu odksztalcen, naprgzen
i temperatury w o$rodku — warstwie bitumicznej nawierzchni podatnej, ktérej wyniki
przedstawione zostang w nastgpnej publikacji.

5. WNIOSKI

W artykule przedstawiono oryginalny opis modelu warstwy asfaltowej nawierzchni
podatnej termolepkosprezystej z uwzglgdnieniem falowej propagacji ciepta (ze skon-
czona predkoscia) [11] wraz z obustronnym sprzgzeniem termomechanicznym.

W celu ilustracji zjawiska wykonano obliczenia numeryczne, ktore réwniez zostaly
przedstawione w postaci graficznej. Szczegolnie podkreslono réznice w opisie propa-
gacji ciepla z nieskonczong predkoscia (klasyczny model — Fouriera) z bardziej nowo-
czesnym ujgeiem propagacji ciepta (model Gurtina - Pipkina). Wynikajace z porow-
nania roznice jakosciowe i iloSciowe przedstawiono na rysunkach.

W porownaniu ilosciowym widaé wystgpowanie ostrzejszych gradientéw temperatu-
ry w przypadku modelu falowej propagacji ciepla, zas w sensie jakoSciowym wyste-
powanie czola fali termicznej tylko przy modelu Gurtina - Pipkina.

Bardziej obszerne wnioski i petniejsza analize wynikajaca z prezentowanego modelu
termolepkosprgzystego zostana przedstawione po zakoniczeniu wykonywanych obec-
nie obliczen numerycznych. Istnieja realne podstawy, by przypuszczaé, ze wyniki
tych analiz bgda mogly mig¢ istotny wplyw na bardziej precyzyjne projektowanie
1 diagnozowanie ukladéw konstrukcyjnych warstw asfaltowych nawierzchni podat-
nych.
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SELECTED ASPECTS OF THE BEHAVIOUR OF FLEXIBLE
PAVEMENTS IN THERMOVISCOELASTICITY MATERIAL MODELS

Abstract

The presented paper shows the selected aspects of the dynamic and thermal impacts on the
flexible pavement in thermoviscoelastic models. Paper includes theoretical modelling issues
based on authors own works as well as the analysis of results of calculations. Furthermore the
authors draw conclusions from this analysis that could be used in the practice in design and
diagnostic of flexible and semi-rigid pavements.






